Métodos topoldgicos en el andlisis no lineal
Clase 20, 16/11 - Version preliminar

1 Es todo, todo tan fugaz

Han pasado unas cuantas clases desde aquella lejana cita de abril (mejor dicho,
agosto). Y asf, entre tango y mate! hemos llegado al tltimo de los temas,
que consiste en extender a dimension infinita el grado de Brouwer. El llamado
grado de Leray-Schauder va a estar definido para funciones F : Q — X, donde
X es un espacio de Banach y 2 es un abierto acotado. Sin embargo, tal como
anticipamos, esto no se va a poder hacer para cualquier F': este encuentro
con Kakutani nos ha hecho tanto mal... Pero para no terminar “envenenaos”,
podemos ya decir que el grado se define razonablemente para las perturbaciones
compactas de la identidad, es decir, de la forma F' = [ — K, donde K es un
operador compacto. No es poca cosa, teniendo en cuenta la gran variedad de
problemas que se pueden escribir en la forma Lu = Nu, donde L tiene inversa
compacta. Por simplicidad, vamos a definir por ahora unicamente el grado en
0, que luego se extiende por traslacién a cualquier otro punto. Luego, vamos a
pedir como condicién que F' # 0 en 0, lo que equivale a decir que K no tiene
puntos fijos en el borde.

Si nos dejamos llevar por la idea intuitiva (y algo engafiosa) de que el grado
es una especie de conteo algebraico de los ceros de una funcién, enonces es facil
imaginar el procedimiento a seguir. Notemos, en primer lugar, lo mas obvio: los
ceros de F' pertenecen a la imagen de K. Pero -dijimos- un operador compacto
se puede aproximar por un operador K. de rango finito, es decir, contenido
en cierto subespacio V. de dimension finita. De este modo, la imagen de F
estd “cerca” de cierto conjunto compacto de V.. Por otra parte, pretendemos
construir un grado que sea localmente constante, asi que alcanzaria con calcular
el grado de I — K. Para terminar, resta observar que, como los puntos fijos de
K. se encuentran en V, entonces basta con calcular del grado (jde Brouwer!)
del operador I — K, restringido al conjunto Q N V..

Claro que de la intuicién al hecho hay largo trecho, asi que debemos hacer
las cosas con cuidado. En primer lugar, elegir el valor de ¢ apropiado: como
minimo, necesitamos que si K. es una e-aproximacién de K, entonces K. no

1La referencia deja ver a las claras que Cadicamo es un compositor pre-pandémico. A
menos, claro, que Madame Ivonne usara su propia bombilla para evitar compartirla con “aquel
argentino”.



tenga puntos fijos en 0. Y otra vez nos salva las papas el hecho de que K es
compacto:

Lema 1.1 Sean Q C X un abierto acotado y F : Q — X dada F =1 — K con
K compacto tal que Kx # x para x € Q. Entonces dist(0, F(08)) > 0.

Demostracidn: Supongamos que existen x,, € 9f2 tales que F'(x,,) — 0. Tomando

una subsucesién, podemos suponer K(z,) — z € Q y entonces z,, = K(x,) —
x. Esto implica que 2 € 90 y K(x) = z, lo que es absurdo.

O

En resumen, podemos decir, como el mucamo del tango: “jAraca! Esta el

€”. Ahora resta convencerse de todo lo demds. Para tomar confianza, no es

mala idea observar que si elegimos ¢ menor estricto que dist(0, F'(0N2)) y K. es

una e-aproximacién de K, entonces para todo z € 052 vale
|z — Ke(z) — F(2)|| = | Ke(x) — K(z)|| <e <|[[F(2)]],

lo que nos vuelve a traer a escena a nuestro querido amigo Rouché y nos hace
pensar: esto tiene que andar bien. Pero necesitamos un lema que anda allé per-
dido por las calles del adiés (méds precisamente, por la clase 11). Acerquémonos
y oigamos lo que deciamos en aquel entonces:

Lema 1.2 Seag:R" — R" continua tal que Im(g) C R¥ x{0} ~ R* para cierto
k < mn. Supongamos que para cierto abierto acotado Q@ C R™ wvale g(x) # x para
x € 0f). Entonces

deg(Id -9 Qa O) = deg((Id - g)|§mRkaQ N Rka 0)

Claro, en esa época el ‘deg’ era uno solo; a partir de ahora, conviene usar
una notaciéon distinta para el grado de Brouwer, digamos, degg, v el de Leray-
Schauder deg; g que estamos por definir. Y ya que estamos recordando, her-
mano, qué tiempos aquellos, cabe también mencionar el hecho bastante trivial
de que el grado de Brouwer se generaliza a cualquier espacio de dimension finita
V' mediante un isomorfismo ¢ : V. — R™. Supongamos 2 C V un abierto
acotado, f: Q — V continua y p ¢ f(0€), entonces

degB(f? Q,p) = degB(¢f¢_17 ¢(Q)7 (b(p))

Esto alcanza para definir el grado de Leray-Schauder tal como anticipamos.
Para ' =1 — K : Q — X como antes y ¢ < dist(0, F'(092)), tomamos una
e-aproximacién K, : 2 — V. de K con dimV < oo y definimos:

degrg(F,$2,0) := degp((I — K¢)lgny., 2N Ve, 0).

Por supuesto, la gracia ahora consiste en verificar que la definicién no depende
de K.. Para esto, tomemos otra e-aproximacion de rango finito K. : Q@ — V,
y consideremos el subespacio V=V, + V.. Si ¢ : V — R™ es un isomorfismo



tal que ¢(V.) = R¥ x {0} ~ R* entonces por el lema anterior se deduce para
f ==Ky que

degp(f,2NV,0) = degp(ofo™ ", ¢(2NV),0)

degp(d.fo ™ parv)nre, SN V)N R*,0) = degp(flgay,, 2N Ve, 0).

De la misma forma se prueba que
degp(f,2NV,0) = degp(flgnp,. 2N V2, 0),

donde f = (I- K <)|v v la buena definicién queda demostrada porque la homo-
topia

A+ =Nf
no se anula en el borde de QN V.2 En efecto,

A(@)+ (1 =N f(x) =2 — [AK(2) + (1 - MK (2)]
=2 — K(z) — [MK.(2) — K(2)) + (1 = M) (K.(z) — K(2))],

de donde se deduce que

1A (@) + (1= N f (@)l > ||z — K (2)] - > 0.

Qué hacemos ahora con este grado? En primer lugar, verificar que se
cumplen todas las propiedades que esperamos:

1. Normalizacién:

1 si0e
degLS(I7QaO)_{ 0 SlO%Q
2. Solucién: Sideg; (I — K,,0) # 0 entonces K tiene al menos un punto

fijo en €.

3. Aditividad-escision: Si (21, C 2 son abiertos disjuntos y K no tiene
puntos fijos en 2\ (€ UQy), entonces

degLs(I—K,Q,O) = degLs(I—K7Q17O) —|—degLS(I—K, 9270).

4. Invariancia por homotopia: Si K : Q x [0,1] — X es compacto tal
que Ky := K(-,\) no tiene puntos fijos en 92 para A € [0, 1], entonces
degrs(I — K, ,0) es constante.

2Cabe aclarar que se trata obviamente del borde como subconjunto de V' (a modo de nota
pintoresca, observar que el borde como subconjunto de X es 2 NV, ya que V tiene interior
vacio).



La demostracion es inmediata a partir de la definicién y las propiedades del
grado de Brouwer. Cabe aclarar que la ultima esta enunciada de esa forma para
que sea mas sencilla la prueba: alcanza con aproximar la homotopia por medio
de un operador de rango finito. Sin embargo, se puede generalizar, pidiendo
solamente que K sea compacto para todo Ay {K(z,-) : z € Q} equicontinuo.
Y también se puede variar el dominio de manera continua, al igual que con
el grado de Brouwer. Una vez definido el grado en 0, por traslacién podemos
definir el grado en cualquier punto p ¢ F(99):

deg(l — K,Q,p) :=deg(I — K — p,Q,0).

Recordemos que la invariancia por homotopia (o el hecho de ser localmente
constante, lo que hayamos probado primero) es lo que garantiza que el conjunto
de valores admisibles de p para los que el grado es no nulo es abierto. En
particular, si K es ademas lineal, tenemos una version elemental de la alternativa
de Fredholm, aquella que decia que “unicidad = existencia”: para A # 0,
si Al — K es inyectiva entonces es un isomorfismo. Veamos en principio la
suryectividad: para eso, podemos definir K = %K , que solo se anula en el
origen. Esto implica que deg(/ — K,BT(O),O) no depende de r; si logramos
probar que es distinto de 0, entonces deg(I — K, B.(0),p) # 0 para p chico.
Esto quiere decir que Im(I — K ) contiene un entorno del origen y usando la
linealidad se deduce que Al — K es suryectiva. Y para probar la continuidad
de la inversa, uno podria pensar: “teorema de la aplicacién abierta, qué falta
que me hacés”. Sin embargo, para esta clase de operadores la demostracién es
directa: si A\x,, — Kz, — 0y 2, 4 0, podemos suponer ||z,| > & > 0 para
todo n. Entonces Ay, — Ky, — 0, donde y,, = m La sucesién {Ky,} tiene
alguna subsucesién que converge a cierto y # 0, que verifica Ky = Ay, lo que es
absurdo. Lo curioso es que, en principio, el hecho de que deg(I—f(, B,.(0),0)#0
no es tan inmediato, aunque uno puede sacar un inesperado as de la manga:
un operador lineal es impar, ;podremos usar entonces el teorema de Borsuk?
La generalizacién de este resultado para operadores impares de la forma I — K
queda como ejercicio; a modo de ayuda, cabe observar que si K es impar entonces
cualquier e-aproximacion se puede “imparizar”.

Observacion 1.3 FEn realidad se puede probar que, al igual que en R™ el grado
es +1 y, de hecho, su cdlculo es una especie de generalizacion de la idea de mirar
el signo del determinante. Para entenderlo, pensemos un poco primero el caso de
una matriz inversible A € R™*™: si solo nos interesa el signo del determinante,
podemos olvidarnos de los autovalores complejos, que siempre aparecen de a
pares conjugados. Y, para ser sinceros, tampoco nos interesan los autovalores
positivos: el signo de det(A) va a ser simplemente (—1)%, donde s es la suma
de las multiplicidades de todos los autovalores negativos. Y aqui entra en juego
una sutileza: se trata de la multiplicidad algebraica y no la geométrica, que en
principio podria dar mds chica. Si ahora escribimos A = I — K, entonces cada
autovalor A < 0 de A se transforma en un autovalor c =1 — X > 1 de K. Eso
es exactamente lo que se prueba para un operador K compacto en un espacio de



Banach: si K no tiene puntos fijos no triviales, entonces deg(I — K, B,.(0),0) =
(=1)%, donde s es la suma de las multiplicidades algebraicas de los autovalores
de K que son mayores que 1. No parece muy claro a qué nos referimos con
“multiplicidad algebraica”, aunque coincide con aquella cuenta que uno aprendio
en Algebm Lineal: si calculamos la sucesién de subespacios ker(al — K)7, se
prueba que es creciente y en algun momento se estabiliza, es decir, existe j tal
que ker(ol — K)* = ker(oI — K)7 para k > j. La multiplicidad algebraica se
define como la dimension de ker(ol — K)7. Se pueden ver los detalles de todo
esto en [1].

2 Aplicacion a problemas de contorno

Vayamos ahora a las aplicaciones més obvias, empezando siempre por la primera
que vimos en el curso, cuando hicimos nuestras primeras armas (jah, qué chis-
toso!) en el método de shooting: si f es acotada, para el problema de Dirichlet

u(t) = f(tu(t),  u(0)=u(T)=0

se define, como siempre, el operador de punto fijo K = L™'N : v — u, que en
este caso no solo es compacto sino acotado:

1K vlloe = llulloe < cllu”lloe = el f(,0)llo0 < €l flloo-

Luego, para R > ¢||f]|e la homotopia I — AK no se anula en dBg(0) para
A € [0,1], de modo que

deg; (I — K, Br(0),0) = deg;s(I, Br(0),0) = 1.

Lo mismo ocurre si f depende también de u’, aunque en este caso el espacio de
Banach no es el de las funciones continuas sino C*[0,7T]. Y el método también
funciona para el problema de Neumann o periédico, aunque hay que moverse
un poquito de la resonancia. Por ejemplo, para el problema

u(t) — pu(t) = f(t,u(t),u'(t))

con pu > 0, f acotada y T-periddica en t, el operador Kv := u también es
homotoépico a la identidad para R > 0. Esto es lo que usamos en general en
nuestros truncamientos mas celebrados, como las condiciones de Hartman o las
super y subsoluciones.

Por supuesto, la invariancia por homotopia también se puede usar aunque
f no sea acotada: por ejemplo, cuando f es creciente (ejercicio). Y también en
aquella ecuacién tan celebrada

u () + au/ (t) + u(t)® = p(t),

con a >0y p € Cr de promedio 0, para la cual vimos que existen cotas de las
soluciones T-periédicas del problema

u”(t) + au/ () + u(t) = Np(t) + u(t) — u(t)?].



En tal caso, el operador compacto K : v — u es simplemente el que asigna a
cada v € Cr la tnica solucién T-periédica del problema

u (t) + au/ () +u(t) = Mp(t) +v(t) — v(t)?].

Queda para el lector verificar que K estd bien definido. Las cotas a priori dicen
entonces que si R > 0 entonces

degps(I — K1, Br(0),0) = degpg(I — Ko, Br(0),0),
pero con tanta buena suerte que Ky = 0, de modo que el grado es 1.

Pero volvamos a las suber y subsoluciones, por ejemplo para el problema
peridédico, para ver si el grado nos puede dar mas informacién. Si tenemos una
sub y una supersolucién estrictas

a(t) > f(ta(t), o/ (1),  B(t) < f(tB(1), 5 (1))

con a < By suponemos que se cumple la condicién de Nagumo para cierto Ry,
entonces podemos definir

Q:={uecCh:alt)<u(t) <B(t),|u(t) < Ry}

y, para u > 0, el operador compacto K : Ck — CL que a cada v le asigna la
Unica solucién del problema truncado por partida doble:

u//(t) - :uu(t) = f(t’ P(t,v(t)), Q('U/(t))) - MP(t’U(t))'

Como el término de la derecha es acotado, ya sabemos que el grado de Kes1
sobre bolas de radio R > 0. Pero ademads sabemos que los truncamientos no
truncan, asi que no hay soluciones fuera de 2. Aqui el detalle es que en realidad
en zooms pretéritos habiamos visto que los posibles puntos fijos de K vivian en
Q, pero el hecho de que a y 3 sean estrictas impide también que haya puntos
fijos en el borde: por ejemplo, si u es un punto fijo y u — § alcanza su méximo
en to con u(ty) = B(ty), entonces u'(tg) = f'(to) y ademds

0 <u'(to) — B"(to) = f(to, B(to), B (to)) — B (to) <O,
lo que es absurdo. Pero entonces por escision vale
deg(K,Q,0) = deg(K, Br(0),0) = 1.

Un lector perspicaz habra observado que le pusimos un sombrero al operador
que involucra el truncamiento. Esto es porque en realidad hay otro operador,
ante el que nos sacamos el sombrero: se trata del operador K : v — u que se
define directamente a partir del problema

W(8) - pu(t) = £t 0(0),0'(1)) — ao(2).

En principio, no tenemos mucha idea de cémo se comporta K, pero de una cosa
estamos seguros: sobre {2 coincide con K. Esto nos brinda un resultado tutil
para tener disponible, si precisamos una ayuda o nos hace falta un consejo:

deg(K,Q,0) = deg(K,Q,0) = 1.



2.1 Tres soluciones, tuve en mi vida

Una situacién tipica es aquella en la que hay méas de un par de super y subsolu-
ciones, porque los truncamientos cambian pero el K se mantiene siempre fiel a
nosotros. Por ejemplo, si tenemos sub y supersoluciones estrictas tales que

ay < B, ag < P2
y ademas
ay < P, az £ Bi.
Si f cumple la condiciéon de Nagumo entre oy y (2 para cierto Ry, entonces
tenemos tres abiertos:
Qj ={u:a; <u<fj|u| <Ry}
para j = 1,2 y ademas
Q={u:ag <u<fa,|u|<Rn}

Es claro que los dos primeros son subconjuntos disjuntos del tltimo aunque, en
primera instancia, el hecho de que haya una solucién entre o1 y B2 no parece
agregar gran cosa a lo que ya sabemos: podria, en efecto, coincidir con alguna
de las que ya conociamos entre a; y /3;. Pero ahora empieza a entenderse por
qué nos preocupamos por calcular el grado, ya que

deg(I — K,€1,0) = deg(I — K,Q,0) = deg(I — K,,0) =1
y por la propiedad de escision se deduce que
deg(I - K, Q\Ql U Qs, 0) =—-1,

lo que da una prueba fehaciente de que no hay dos sin tres. Es el llamado
teorema de las tres soluciones. Un ejemplo es la ecuacion del péndulo forzado

u”’ () + au'(t) + bsenu(t) = po(t) + s

con py € Cr de promedio 0 para el que, segin vimos, existe un intervalo com-
pacto I = I(pg) tal que el problema tiene solucién T-periddica si y solo si
s € I. Pero, ademés, si s € I° entonces existen al menos dos soluciones
geométricamente distintas. Esto es porque, como ya vimos, si s; < sy son
elementos de I con s; < s < S, entonces tomando respectivas soluciones
v ug se verifica que uy es supersolucion y us es subsoluciéon, ambas estrictas.
Ademaés, sumando 2k7 se puede suponer que u; le gana a uso; la clave estd en
elegir ahora & minimo, de modo que

Ug(t) < Ul(t), Ug + 27 7( ul(t)

Esto genera una pequena confusion en los subindices, aunque es inmediato ver-
ificar que se aplica el teorema de las tres soluciones, con

op =1u2, fr=u, az=u+2m, Pz=1ug+27.



Si nos preguntan, con animos de progenitor exigente, por qué dos y no tres, la
respuesta es obvia: la soluciéon que encontramos entre a; y 1 podria ser igual
(médulo 27) a la que existe entre ay y Ba; en cambio, la tercera solucién difiere
de ambas y en consecuencia es geométricamente distinta.

2.2 El retorno de la resonancia

En esta seccién nos enfocaremos nuevamente la reduccién de Lyapunov-Schmidt,
que permite estudiar un problema de la forma Lu = Nu a partir de una ecuacion
en dimension finita que se obtiene proyectando sobre el ntcleo. Esto lo vimos
en la clase 14 con el método de averaging; ahora, como es de esperar, se trata
de aplicar grado de Brouwer. De acuerdo con lo que vimos, el ejemplo més
inmediato es el de un problema periédico

u(t) = f(t,u(t),u(t))

donde f : R x R™ — R"™ es continua y T-periédica en T. Como f depende de
u/, el espacio que emplearemos es Ct.. En ese contexto, tenemos los operadores
L:C2CCL— COryN:Ck— Cryyasabemos que

ker(L) = {p € C% : o es constante} ~ R"

y -
Im(L)={p e Cr:p=0}:=Cr,

lo que permite definir una inversa a derecha compacta K : Cp — Ch C Ck. Ya
aprendimos en su momento a reescribir el problema en la forma

N(u) =0, u=u+ K[N(u) — N(u)],

que en realidad es lo mismo que

u="1+ N(u) + K[N(u) — N(u)].

El secreto ahora consiste en agregar un pardmetro A € [0,1] a esta ltima
ecuacion

uw="1+ N(u) + AK[N(u) — N(u)],

que se puede escribir en la forma

Flu,\) i=u — [a+m+ AK[N (1) — W}} —0,

donde el operador que aparece entre corchetes es compacto. De esta forma, si
para cierto abierto acotado ) C Ck vale que Fy(u) := F(u,\) # 0 para u € 95,
entonces

deg; (F1,9,0) = degyg(Fo,,0).

La primera observacién es que, para A > 0, la ecuacién F(u, ) = 0 equivale a
decir que u € C% satisface

u’(t) = Mf(t,u(t),d (t)).



Pero la parte realmente buena viene ahora, cuando caemos en la cuenta de que
Fp tiene una forma muy especial: se trata, por supuesto, de una perturbacién
compacta de la identidad, pero para calcular el grado de Leray-Schauder no
hace falta molestarse en buscar la aproximacién de rango finito porque ya la
tenemos: el operador u — T+ N(u) cae en ker(L) ~ R™. Entonces

degLS (Fo, 97 O) = degB (FO |§ﬁker(l,)’ an ker(L)z O)

Pero para u constante vale @ = u, as{ que Fy(u) = —N(u). Identificando como
corresponde ker(L) con R™, se tiene entonces que

degLs<F0,Q,0) = degB(¢,Q ﬂRn,O),
donde
1 T
o= [ ftuo)ar
T Jo

En resumen, hemos probado el teorema de continuacién que puede enunciarse
asi:

Teorema 2.1 Sea f continua y T-periddica ent y sea ¢ : R® — R"™ definida
como antes. Supongamos que existe un abierto acotado Q) C C} tal que

1. u"(t) £ Mf(tu(t), ' (t) parau € 00 y A € (0,1).
2. ¢(u) #0 para u € N NR".
3. degp(p, QNR™,0) # 0.

Entonces el problema u" (t) = f(t,u(t),u (t)) tiene al menos una solucién u € Q.

Algun lector puede sentirse desconcertado porque en la primera condicién
pusimos A € (0,1) en vez de (0,1], pero eso se arregla mds abajo, cuando
aseguramos que la solucién vive en Q. La razén de ponerlo asi reside en el
hecho de que, a veces, para encontrar cotas estrictas conviene dejar de lado
el caso A = 1. Pero la demostracién es exactamente la misma: alcanza con
observar, al comienzo, que si la ecuacién tiene alguna solucién en el borde para
A =1, entonces no hay nada que probar.
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